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Êàôåäðà òåîðèè ÷èñåë
Ñîäåðæàíèå êóðñà �Òåîðèÿ ÷èñåë� (1 êóðñ)

Ëåêöèè äî 17 îêòÿáðÿ 2022 ã.

Òåîðåìû î äåëåíèè ñ îñòàòêîì: îáû÷íàÿ, äåëåíèå ñ îòðèöàòåëüíûì îñòàòêîì, äåëåíèå
ñ íàèìåíüøèì ïî ìîäóëþ îñòàòêîì. ÍÎÊ è ÍÎÄ òåîðåìó ÷òî ÍÎÊ äåëèò ëþáîå îáùåå
êðàòíîå è ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìà ïðî ÍÎÄ.

Àëãîðèòì Åâêëèäà. Îöåíêà êîëè÷åñòâà øàãîâ â îáû÷íîì àëãîðèòìå Åâêëèäà è àë-
ãîðèòìå, ñâÿçàííîì ñ äåëåíèå ñ ìèíèìàëüíûì ïî ìîäóëþ îñòàòêîì.

Ïðåäñòàâëåíèå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë öåííûìè äðîáÿìè. Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé. Òåîðåìà î ðàçíîñòè ìåæäó ñîñåäíèìè ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè.

Ôîðìóëà Ïåððîíà äëÿ ïðèáëèæåíèÿ (ðàöèîíàëüíîãî) ÷èñëà åãî ïîäõîäÿùåé äðîáüþ.
Ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄ.
Ñðàâíåíèÿ è èõ ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâî-

âàíèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà.
Ôóíêöèÿ Ýéëåðà: îïðåäåëåíèå. Òåîðåìà Ýéëåðà.
Ïîêàçàòåëü ÷èñëà ïî ìîäóëþ m. Òåîðåìà îò òîì, ÷òî ïîêàçàòåëü äåëèò ëþáîå , òàêå

÷òî ax ≡ 1 (mod m).
Êëàññû âû÷åòîâ, ïîëíàÿ è ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìû âû÷åòîâ.
Òåîðåìà î òîì, êàê ïîñòðîèòü ïîëíóþ/ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ

mn äëÿ âçàèìíî ïðîñòûõ m è n, åñëè äàé ïîëíûå/ïðèâåäåííûå ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî
ìîäóëÿì m è n. Ñëåäñòâèå: ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ôóíêöèè Ýéëåðà.

Ëåêöèÿ 17 îêòÿáðÿ 2022 ã.

Îïðåäåëåíèå ïðîñòîãî ÷èñëà. Òåîðåìà î òîì, ÷òî íàèìåíüøèé äåëèòåëü íàòóðàëüíî-
ãî ÷èñëà n > 1, îòëè÷íûé îò åäèíèöû, åñòü ÷èñëî ïðîñòîå. Òåîðåìà Åâêëèäà î áåñêîíå÷-
íîñòè ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë. Òåîðåìà î òîì, ÷òî åñëè ïðîñòîå p äåëèò ïðîèçâåäåíèå
ab äâóõ öåëûõ ÷èñåë, òî p äåëèò õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a è b (äâà äîêàçàòåëüñòâà: ÷åðåç
ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå Í.Î.Ä. è èíäóêöèåé ïî ïðîñòûì ÷èñëàì). Îñíîâíàÿ òåîðåìà
àðèôìåòèêè. Òåîðåìà î òîì, ÷òî íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ñîñòàâíîãî ÷èñëà n íå
ïðåâîñõîäèò

√
n. Ðåøåòî Ýðàòîñôåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà∑
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Ëåêöèÿ 25 îêòÿáðÿ 2022 ã.

Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè π(x). Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Ì¼áèóñà µ(n). Òåîðåìà îá îñíîâ-
íîì ñâîéñòâå ôóíêöèè Ì¼áèóñà. Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà

π(x) 6
2x

ln lnx
,

ñïðàâåäëèâîãî ïðè âñåõ x > x0.
Òåîðåìà î ðåøåíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ ñðàâíåíèé âèäà x ≡ aj (mod mj), j = 1, . . . , s,

ãäå ìîäóëè mj ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû (êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ). Ïðèìåð íà
ïðèìåíåíèå ýòîé òåîðåìû. Ñëåäñòâèå êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ: åñëè f(x) - ïîëè-
íîì ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, è J(f ;m) - ÷èñëî ðåøåíèé ïîëèíîìèàëüíîãî ñðàâíåíèÿ
f(x) ≡ 0 (mod m), òî ôóíêöèÿ J(f ;m) (ïðè ôèêñèðîâàííîì f) - ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
ôóíêöèÿ àðãóìåíòà m.

Ëåêöèÿ 1 íîÿáðÿ 2022 ã.

Ïðèìåð ðåøåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî ñðàâíåíèÿ ïî ñîñòàâíîìó ìîäóëþ (ïîÿñíåíèå ê
êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ). Îòûñêàíèå ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ ax ≡ b (mod m) (ïðè
óñëîâèè âçàèìíîé ïðîñòîòû m è a) ÷åðåç íåïîëíûå ÷àñòíûå ðàçëîæåíèÿ m/a â öåïíóþ
äðîáü. Îòûñêàíèå ðåøåíèÿ òîãî æå ñðàâíåíèÿ ÷åðåç ìàëóþ òåîðåìû Ôåðìà.

Òåîðåìà î òîì, ÷òî ïîëèíîìèàëüíîå ñðàâíåíèå ñòåïåíè n ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p
ðàâíîñèëüíî íåêîòîðîìó ñðàâíåíèþ ñòåïåíè íå âûøå p− 1. Òåîðåìà Ëàãðàíæà î ÷èñëå
ðåøåíèé ïîëèíîìèàëüíîãî ñðàâíåíèÿ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ (äâà äîêàçàòåëüñòâà: ïåðâîå
- ÷åðåç ôîðìóëû Êðàìåðà, âòîðîå - ÷åðåç ïðåäñòàâëåíèå ïîëèíîìà f(x) â âèäå ñóììû
ñëàãàåìûõ âèäà (x−x1) . . . (x−xj), j = 1, 2, . . . , n, ãäå xj - ðåøåíèÿ èñõîäíîãî ñðàâíåíèÿ).
Òåîðåìà Âèëüñîíà (êðèòåðèé ïðîñòîòû ÷èñëà).

Ëåêöèÿ 7 íîÿáðÿ 2022 ã.

Ïðîöåäóðà ¾ïîäú¼ìà¿ ðåøåíèÿ x ≡ x1 (mod p) ïîëèíîìèàëüíîãî ñðàâíåíèÿ f(x) ≡ 0
(mod p) äî ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ f(x) ≡ 0 (mod pα), α > 2 (ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü ñëó÷àé
íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî p è f ′(x1) 6≡ 0 (mod p)). Ïðèìåðû, îòíîñÿùèåñÿ ê ñëó÷àÿì, êîãäà
óñëîâèå f ′(x1) 6≡ 0 (mod p) íàðóøàåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå âû÷åòîâ è íåâû÷åòîâ n-é ñòåïåíè ïî ìîäóëþ m (m,n > 2). Òåîðåìà
î òîì, ÷òî â ñëó÷àå ïðîñòîãî m = p > 3 ñðàâíåíèå x2 ≡ a (mod p) (a - êâàäðàòè÷-
íûé âû÷åò) èìååò äâà ðåøåíèÿ. Òåîðåìà î òîì, ÷òî ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìû âû÷åòîâ ïðî

íå÷¼òíîìó ïðîñòîìó ìîäóëþ p èç
p− 1

2
êâàäðàòè÷íûõ íåâû÷åòîâ è

p− 1

2
êâàäðàòè÷íûõ

âû÷åòîâ, ñðàâíèìûõ ñ ÷èñëàìè 12, 22, . . . ,
(p− 1

2

)2
. Êðèòåðèé Ýéëåðà.

Ëåêöèÿ 15 íîÿáðÿ 2022 ã.

Îïðåäåëåíèå ñèìâîëà Ëåæàíäðà
(a
p

)
. Ïåðåôîðìóëèðîâêà êðèòåðèÿ Ýéëåðà â òåð-

ìèíàõ ñèìâîëà Ëåæàíäðà. Òåîðåìà î ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâàõ ñèìâîëà Ëåæàíäðà (ïåðèî-
äè÷íîñòü, çíà÷åíèå ïðè a = −1, ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü, ðàâåíñòâî íóëþ ñóììû çíà÷åíèé
ñèìâîëà Ëåæàíäðà ïî ïîëíîé ñèñòåìå âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ è ïð.). Ðàçðåøè-
ìîñòü ñðàâíåíèÿ x2 + 1 ≡ 0 (mod p).

2



Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàêîíà âçàèìíîñòè êâàäðàòè÷-
íûõ âû÷åòîâ: ëåììà î âûðàæåíèè ñèìâîëà Ëåæàíäðà ÷åðåç ïðîèçâåäåíèå âåëè÷èí εx,

x = 1, 2, . . . , p1 =
p− 1

2
, ãäå a · x ≡ εx · rx (mod p), 1 6 rx 6 p1, εx = ±1; äâå ôîðìóëû:
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8
.

Çíà÷åíèå ñèìâîëà Ëåæàíäðà ïðè a = 2. Ïðîñòûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ 2 ÿâëÿåòñÿ êâàäðà-
òè÷íûì âû÷åòîì (íåâû÷åòîì). Çàêîí âçàèìíîñòè êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ (÷åðåç ïîäñ÷¼ò
öåëûõ òî÷åê â ïðÿìîóãîëüíèêå 0 < x < p/2, 0 < y < q/2).

Ëåêöèÿ 22 íîÿáðÿ 2022 ã.

Òåîðåìà î òîì, ÷òî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 4n+1 è 4n+3 áåñêîíå÷íû. Òåîðåìà
î òîì, ÷òî âñÿêîå ïðîñòîå ÷èñëî p âèäà 4n + 1 ïðåäñòàâèìî ñóììîþ äâóõ êâàäðàòîâ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Äâå âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû (äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ëàãðàíæà î ÷åòûð¼õ
êâàäðàòàõ): òîæäåñòâî: ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñóìì 4-õ êâàäðàòîâ åñòü ñóììà 4-õ êâàä-
ðàòîâ; åñëè p - íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî, òî ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà x, y è m òàêèå, ÷òî
x2 + y2 + 1 = pm, ïðè÷¼ì 1 6 m < p. Òåîðåìà Ëàãðàíæà î ÷åòûð¼õ êâàäðàòàõ.

Ëåêöèÿ 29 íîÿáðÿ 2022 ã.

Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ëàãðàíæà. Ïîíÿòèå î ïðîáëåìà Âàðèíãà, å¼
ñîâðåìåííàÿ ôîðìóëèðîâêà. Òåîðåìà î òîì, ÷òî âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî åñòü ñóììà
íå áîëåå ÷åì 53 áèêâàäðàòîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îïðåäåëåíèå ïîêàçàòåëÿ ÷èñëà a ïî
çàäàííîìó ìîäóëþ m (m > 2, (a,m) = 1). ×èñëåííûå ïðèìåðû: íàõîæäåíèå âñåõ ïî-
êàçàòåëåé ïî ìîäóëÿì 2, 3, 4 è 5. Ëåììà î òîì, ÷òî åñëè a ïðèíàäëåæèò ïî ìîäóëþ m
ïîêàçàòåëþ δ, òî ÷èñëà ak, k = 0, 1, . . . , δ − 1 ðàçëè÷íû ïî ìîäóëþ m. Ëåììà î òîì, ÷òî
ñðàâíåíèå aγ ≡ aγ

′
(mod m) ðàâíîñèëüíî ñðàâíåíèþ γ ≡ γ′ (mod δ). Âûâîä ñëåäñòâèÿ:

âñå ïîêàçàòåëè, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò ÷èñëà ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
m, ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè ϕ(m). Äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâà∑

d|m

ϕ(d) = m.

Ëåêöèÿ 06 äåêàáðÿ 2022 ã.

Òåîðåìà î òîì, ÷òî ïðè íå÷¼òíîì ïðîñòîì p äëÿ âñÿêîãî δ, äåëÿùåãî p − 1, â ïðè-
âåä¼ííîé ñèñòåìå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p èìååòñÿ ðîâíî ϕ(δ) ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ïî
ìîäóëþ p ïîêàçàòåëþ δ. Ñëåäñòâèå: ñóùåñòâîâàíèå ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî ïðîñòî-
ìó ìîäóëþ. Ïðèìåð ñ p = 7. Òåîðåìà î òîì, ÷òî åñëè g - ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî
íå÷¼òíîìó ïðîñòîìó ìîäóëþ p, òî ìîæíî ïîäîáðàòü öåëîå ÷èñëî t òàê, ÷òî g1 = q + pt
áóäåò ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî âñÿêîìó ìîäóëþ pα, α > 2. Òåîðåìà î òîì, ÷òî åñëè g1
- ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ pα (p > 3 - ïðîñòîå), òî íå÷¼òíîå èç ÷èñåë g1, g1+ pα

áóäåò ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ 2pα.

Ëåêöèÿ 13 äåêàáðÿ 2022 ã. (ïëàí)

Êðèòåðèé ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ. Ïîíÿòèå èíäåêñà è åãî ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà. Èí-
äåêñû ïî ìîäóëþ 2α. Òåîðåìà î òîì, ÷òî ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ìîäóëþ m ñóùåñòâóþò
ëèøü â ñëó÷àÿõ, êîãäà m = 2, 4, pα, 2pα, ãäå p - íå÷¼òíîå ïðîñòîå, α > 1.
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